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Zusammenfassung: Der Satz von Bayes ist eines der
bekanntesten Theoreme der Wahrscheinlichkeitsthe-
orie. Wird er rein formal hergeleitet, gerdt die ur-
spriingliche Problemstellung der Wahrscheinlichkeit
von Ursachen jedoch in den Hintergrund. Bei der An-
wendung des Satzes zur Losung vielfiltiger Probleme
ist dieser Grundgedanke aber von grofier Bedeutung.
Im Folgenden soll deshalb die intuitive Idee hinter
dem Theorem aus historischer Perspektive erortert
und aufgezeigt werden, wie Fragen verschiedenster
Disziplinen dadurch ,,bayesianisch* gelost werden
konnen.

1 Einleitung

Jeder, der sich heute ein wenig mit Wahrscheinlich-
keitstheorie beschiftigt, stoft schnell auf den sog.
Satz von Bayes, der hiufig auch als ,,Formel* oder
»Regel“ von Bayes bezeichnet wird und in diesem
Sinn im Hochschulbereich auch meist rein formal
notiert und hergeleitet wird (vgl. z. B. Koop 2003,
S. 1): Unter der Annahme, dass ein Ereignis 4 zuerst
eintritt, wiirde man die Wahrscheinlichkeit des Ein-
tretens dieses Ereignisses 4 und eines weiteren Er-
eignisses B (pr(4 N B)) als Produkt der Wahrschein-
lichkeit, dass A4 eintritt (pr(4)), und der Wahrschein-
lichkeit, dass B eintritt unter der Bedingung, dass 4
bereits eingetreten ist (pr(B|4)), mit Hilfe der ersten
Pfadregel berechnen, d. h.

pr(4 0 B) = pr(A)pr(B|A4). (1)

Nimmt man hingegen an, dass B vor A4 eintritt, wiirde
sich pr(A N B) berechnen lassen als

pr(d N B) = pr(B)pr(A|B). 2)

Da die linken Seiten der Gleichungen (1) und (2)
ibereinstimmen, muss dies auch fiir die rechten Sei-
ten gelten (da die zeitliche Prazedenz der Ereignisse
A und B fiir die Berechnung von pr(4 N B) irrelevant
ist):

pr(BlA)pr(4) = pr(4|B)pr(B) 3)

Lost man (3) nach pr(B|4) auf, ergibt sich die als
Satz von Bayes bekannte Formel (die zur Betrach-

tung endlich vieler Ereignisse noch verallgemeinert
werden kann):

A|B)pr(B
priua) =L D) @

Bei dieser formalen Herleitung des Satzes gerét des-
sen urspriingliche Problemstellung, die auch heute
noch fiir vielerlei Anwendungen des Satzes von Be-
deutung ist, ebenso wie der damalige stufenweise
Beweis dieses Theorems in den Hintergrund. Stone
(2013, S. 31) findet fiir diese Problematik folgende
treffende Worte:

,even though Bayes’ rule follows in a few lines of alge-
bra from the rules of probability, no amount of staring
at the rules themselves will make Bayes’ rule obvious.
Perhaps if it were more obvious, Bayes and others
would not have had such trouble in discovering it, and
we would not expend so much effort in understanding
its subtleties.”

Neben der Tatsache, dass die Geschichte der Her-
kunft des Satzes von Bayes fiir sich selbst interes-
sant ist, da es nicht sein Namensgeber Thomas Bayes
(1701-1761) selbst war, der die Bedeutung des Sat-
zes erkannte und ihn deshalb bekannt machte (son-
dern dessen Freund Richard Price und spéter unab-
héngig davon Pierre Simon Laplace), offenbart diese
Geschichte die intuitive Idee hinter dem beriihmten
Satz, die bei jeder modernen Anwendung des Satzes
bewusst sein sollte.

2 Grundidee des bayesianischen
Ansatzes

Im Zentrum der bayesianischen Idee steht die Fra-
ge nach der Wahrscheinlichkeit von Ursachen (engl.
probability of causes) bzw. die der ,,umgekehrten
Wabhrscheinlichkeit” (engl. inverse probability):
Wenn die Folge einer unbekannten Ursache bekannt
ist, was kann dann tiber die Wahrscheinlichkeit ver-
schiedener moglicher Ursachen ausgesagt werden?
Gesucht wird also die Wahrscheinlichkeit einer von
n moglichen Ursachen C (i € {1, ..., n}) bei Kennt-
nis der Folge E: pr(C|E). Diese Situation der Unsi-
cherheit besteht bei vielen Fragestellungen verschie-
denster Disziplinen: Man beobachtet ein bestimmtes
Ereignis und mochte auf dessen Ursachen schlielen
konnen. Die bayesianische Methode zur Losung die-
ses Problems besteht darin, dass man zunéchst eine
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subjektive (moglicherweise sogar willkiirliche) Ver-
mutung iiber die Ursache abgibt (,,guess®, vgl. Bayes
und Price 1763, S. 392) und diese anschliefend mit
Hilfe immer neuer (objektiver) Informationen ak-
tualisiert, wodurch man eine korrigierte Vermutung
bekommt, die stets durch neue Informationen weiter
verbessert werden kann. Die Verbindung dieser intui-
tiven Herangehensweise mit dem dahinter stehenden
mathematischen Konzept wird deutlich, wenn man
die Entwicklung des Theorems genauer betrachtet.

3 Ursprung des Theorems bei Thomas
Bayes (1701-1791)

Heutiger Namensgeber des Satzes ist der Englén-
der Thomas Bayes (1701-1761), in dessen Werk der
Satz seinen Ursprung zu haben scheint. Bayes war
Amateur-Mathematiker. Auf Grund seiner Zugeho-
rigkeit zur presbyterianischen Kirche hatte er keinen
Zugang zu englischen Universitdten, weshalb er in
Schottland (Edinburgh) Theologie und Mathematik
studierte, bevor er ca. 1722 durch seinen ebenfalls
geistlichen Vater zum Pastor ernannt wurde und als
solcher von da an in London und spéter in Tunbridge
Wells wirkte. Die einzige mathematische Verdf-
fentlichung, die Bayes zu seiner Lebenszeit tétigte,
war anonym und stammt aus dem Jahre 1736 (,,An
Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a De-
fence of the Mathematicians Against the Objections
of the Author of the Analyst*!). Darin verteidigte er
Newtons Ideen zur Infinitesimalrechnung und wider-
setzte sich damit George Berkeley (der der Autor des
»Analyst™ war). Zu Beginn der 1740er Jahre erlangte
Bayes zunehmend Respekt fiir seine mathematischen
Arbeiten und wurde deshalb 1742 in die ,,Royal So-
ciety” in London aufgenommen, die zu dieser Zeit
eine Vereinigung von Amateur-Mathematikern war
und die Bayes die Moglichkeit bot, seine Ideen mit
anderen zu diskutieren und sich mathematisch weiter
zu entwickeln.?

Auf die Frage nach der Wahrscheinlichkeit von Ur-
sachen wurde Bayes durch ein bekanntes Werk von
Abraham de Moivre aufmerksam, der ,,Doctrine of
Chances®, von der drei Auflagen in der Zeit zwischen
1718 und 1756 erschienen. Dort findet sich die Idee,
dass man die Ordnung des Universums moglicher-
weise durch Betrachtung verschiedener Naturphi-
nomene erschlieBen kénne (Moivre 1756, S. 252).
So versuchte Bayes diesem Problem in den 1740er
Jahren mit einem Gedankenexperiment ndher zu
kommen: Eine Kugel wird auf einen quadratischen
Tisch geworfen. Nun stellt sich die Aufgabe, zu er-
schliefen — ohne den Kugelwurf gesehen zu haben —,

an welcher Stelle des Tisches die Kugel gelandet ist.
Dazu wird eine weitere Kugel auf den Tisch gewor-
fen, deren Position in Bezug zur ersten Kugel man
beobachten kann (d. h. man weil3, ob die zweite Ku-
gel rechts oder links bzw. iiber oder unter der ersten
Kugel gelandet ist). Unter der Annahme, dass eine
Kugel mit gleicher Wahrscheinlichkeit an jeder Stelle
des Tisches auftreffen kann, kann man aus der Lage
der zweiten Kugel die der ersten Kugel etwas prizi-
sieren: Liegt die zweite Kugel links (rechts) von der
ersten Kugel, ist es wahrscheinlicher, dass die erste
Kugel in der rechten (linken) Tischhélfte liegt. Das
Werfen weiterer Kugeln ermoglicht es, die Position
der ersten Kugel stets weiter auf diese Weise einzu-
grenzen. Somit kann man also mit Hilfe immer neuer
Beobachtungen (Positionen der geworfenen Kugeln)
ndhere Aussagen iiber die Vergangenheit (die Posi-
tion der ersten Kugel) treffen und diesen Aussagen
sogar Wahrscheinlichkeiten zuordnen. (Bayes und
Price 1763, S. 385-388; McGrayne 2011, S. 7 1)

Dies sei an einem fiktivem Beispiel erldutert, das
zwar nicht schultauglich ist, aber die origindre bay-
esianische Idee verdeutlichen soll: Man nehme an,
Bayes’ Gedankenexperiment fiihrt nach fiinf Kugel-
wiirfen (im Anschluss an den Wurf der urspriingli-
chen Kugel) zu folgendem Ergebnis:

e Erster Wurf: Kugel liegt rechts und oberhalb der
urspriinglichen Kugel.

e Zweiter Wurf: Kugel liegt links und oberhalb
der urspriinglichen Kugel.

e Dritter Wurf: Kugel liegt links und unterhalb der
urspriinglichen Kugel.

e Vierter Wurf: Kugel liegt links und oberhalb der
urspriinglichen Kugel.

e Fiinfter Wurf: Kugel liegt links und unterhalb
der urspriinglichen Kugel.

Die Lage der urspriinglichen Kugel ist unbekannt.
Doch bieten die fiinf anschlieBenden Kugelwiirfe
Informationen {iber die relative Lage der urspriingli-
chen Kugel. Was kann man also daraus fiir die Posi-
tion der urspriinglichen Kugel schlieBen, wenn man
bayesianisch argumentiert? Dazu sei angenommen,
dass die urspriingliche Kugel a-priori genau in der
Mitte des Tisches liegt, dass eine Kugel mit gleicher
Wahrscheinlichkeit an jeder Stelle des quadratischen
Tisches aufkommen kann und die Kugeln jeweils
tatsdchlich an einem festen Platz landen, nach dem
Waurf also nicht mehr weiterrollen.

Die a-priori-Annahme, dass die urspriingliche Kugel
genau in der Mitte des Tisches gelandet ist, kann mit
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Hilfe der Informationen aus den anschlieenden fiinf
Kugelwiirfen aktualisiert werden: Da die anschlie-
Bend geworfene Kugel bei vier der fiinf Wiirfe links
der urspriinglichen Kugel aufgekommen ist, ist es
wahrscheinlicher, dass die urspriingliche Kugel in
der rechten Hélfte des Tisches positioniert ist.

Stellt man sich ein Raster vor, das den Tisch von
links nach rechts in sechs gleich grofle Abschnitte
einteilt, wiirde man deshalb vermuten, dass die Ku-
gel im zweiten Abschnitt von rechts liegt. Aufler-
dem ldsst die Beobachtung, dass die Kugel dreimal
oberhalb und zweimal unterhalb der urspriinglichen
Kugel gelandet ist, darauf schlielen, dass diese eher
in der unteren Tischhélfte liegt. Betrachtet man wie-
derum eine Rastereinteilung des Tisches (in sechs
horizontale Streifen), wiirde man die urspriingliche
Kugel deshalb im dritten Abschnitt von unten einord-
nen. Abb. 1 veranschaulicht die Aktualisierung der
a-priori-Vermutung durch neue Informationen bei
jedem weiteren Kugelwurf. Ubersetzt man Bayes’
Ideen in die heutige tibliche Formulierung, so ent-
spricht die Wahrscheinlichkeit der urspriinglichen
bzw. ersten Vermutung iiber eine Ursache der sog.
a-priori-Wahrscheinlichkeit (engl. prior) prpn,or(Ci).
Die Wahrscheinlichkeit pr(E|C) ermdglicht die Ak-
tualisierung der urspriinglichen Hypothese, da sie die
Wabhrscheinlichkeit einer tatsdchlichen Folge £ unter
der Annahme, ihr lige eine bestimmte Ursache C, zu
Grunde, beschreibt. Im Englischen wird hierfiir der
Begriff Likelihood verwendet. Die Wahrscheinlich-
keit der damit (berarbeiteten Vermutung pr(C|E)
wird heute mit a-posteriori-Wahrscheinlichkeit (engl.
posterior) bezeichnet. Daraus ldsst sich die Formel

rr,.,(C) - pr(E|C) ~ pr(CIE) )

folgern (~ wird dabei als ,,proportional zu® gelesen;
in der englischsprachigen Literatur wird meist « hier-
fiir verwendet). Hierbei muss betont werden, dass in
Bayes’ Arbeit niemals eine Formel wie (5) erscheint.
Stattdessen verwendete er eine geometrische Be-
trachtung in der damals iiblichen Schreibweise nach
Newton und formulierte obige Formel nie explizit.?

Bayes war sich wohl auch der Bedeutung dieser heu-
te berithmten Aussage nie bewusst, denn er verdffent-
lichte seinen Aufsatz hierzu nicht, noch erwéhnte er
darin irgendeine Anwendungsmdglichkeit des Satzes.
Dass der Ursprung des Theorems heute bekannt ist,
ist Richard Price (1723—-1791) zu verdanken, der als
Freund Bayes’ nach dessen Tod dessen Aufzeichnun-
gen fand, deren Potential erkannte und sie, ergénzt
durch eigene Anmerkungen, iiber die Royal Society
veroffentlichte. In ,,An Essay Towards Solving a
Problem in the Doctrine of Chances* verlieh Price
Bayes’ Idee zudem eine religiose Rechtfertigung,
niamlich ,,to confirm the argument taken from final
causes for the existence of the Deity” (Bayes und
Price 1763, S. 374).

4 Der Verdienst von Pierre Simon
Laplace (1749-1827)

Obwohl er heute kaum explizit mit dem Satz von
Bayes in Verbindung gebracht wird, war es der
franzosische Mathematiker Pierre Simon Laplace
(1749-1827), der dem Theorem zu seinem eigent-
lichen Durchbruch verhalf.* Laplace, der heute als
einer der berithmtesten Wahrscheinlichkeitstheoreti-
ker gilt, war schon in jungen Jahren professioneller
Mathematiker und wurde so bereits 1773 im Alter
von 24 Jahren in die Académie des Sciences in Paris
aufgenommen (Hahn 2005, S. 41). Als er 1774 sei-

@
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@

Abb. 1: Veranschaulichung von Bayes’ Gedankenexperiment: Vermutete Lage der unbekannten (zuerst geworfe-
nen) Kugel nach je einem weiteren Kugelwurf (am Ende nach fiinf weiteren Warfen)
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ne ,,Mémoire sur la Probabilité des Causes par les
Evénements® veroffentlichte, wusste er hochstwahr-
scheinlich nichts von der Arbeit des Englanders Tho-
mas Bayes’ (Gillispie et al. 1997, S. 16). Er schrieb
darin das Prinzip nieder, das als ,,erster Versuch* der
heutigen Regel von Bayes angesehen werden kann:

,»31 un événement peut étre produit par un nombre n
de causes différentes, les probabilités de I’existence de
ces causes prises de 1I’événement sont entre elles com-
me les probabilités de 1’événement prises de ces cau-
ses, et la probabilité de 1’existence de chacune d’elles
est égale a la probabilité de 1I’événement prise de cette
cause, divisée par la somme de toutes les probabilités
de I’événement prises de chacune de ces causes™ (La-
place 1774, S. 29).

Dies kann (sinngeméf) wie folgt iibersetzt werden:

»Wenn ein Ereignis n verschiedene Ursachen haben
kann, verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten der Ur-
sachen unter der Voraussetzung des Ereignisses unter-
einander wie die Wahrscheinlichkeiten des Ereignisses
unter Voraussetzung dieser Ursachen, und die Wahr-
scheinlichkeit jeder von ihnen ist gleich der Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses unter Voraussetzung der
Ursache geteilt durch die Summe aller Wahrscheinlich-
keiten des Ereignisses unter Voraussetzung jeder dieser
Ursachen*

In heutiger mathematischer Formulierung ergibt das
genau folgende Aussage:

E|IC
zzr( IC) ©
> prEIC)

Im Unterschied zur heute bekannten (allgemeineren)
Formulierung unterstellte Laplace hier (implizit) die
Annahme, dass jede der n Ursachen gleich wahr-
scheinlich ist (andernfalls ist (6) keine wahre Aussa-
ge). AuBBerdem findet sich an dieser Stelle noch kein
Beweis dieser Aussage. Bemerkenswert ist weiterhin,
dass es Laplace war, der hier als erster den Begriff der
Wahrscheinlichkeit von Ursachen (franz. probabilité
des causes) verwendete — im Aufsatz von Bayes fin-
det man diesen Begriff nicht. In Bayes’ Arbeit wird
die Idee der Wahrscheinlichkeit von Ursachen auch
hauptséchlich durch den von Price ergdnzten Anhang
deutlich (Bayes und Price 1763, S. 405 f.; Dale 1982,
S.29), wo dieser kurze Anwendungsbeispiele des
Satzes ergéinzt. Doch gerade dieser Begriff der Wahr-
scheinlichkeit von Ursachen war es, der in spéteren
Zeiten in viel Zwiespalt miindete (vgl. Abschnitt 5).

pr(CJE) =

Ein erster Beweisversuch von (6) befindet sich in der
»Mémoire sur les Probabilités* (Laplace 1778-1781,
S. 415-417), der vollstindige Beweis folgt in der
spateren ,,Mémoire sur les Approximations des For-
mules qui sont Fonctions de Trés Grands Nombres

(Suite)* (Laplace 1783-1786, S. 300 f.). Zu dieser
Zeit hatte Laplace wohl auch bereits Bayes’ Arbeit
kennengelernt, da Bayes in einem Vorwort zur ,,Mé-
moire sur les Probabilités* von Condorcet erwéhnt
wird (Gillispie et al. 1997, S. 16, 78), und Laplace in
sein Werk offensichtlich die urspriinglichen bayesia-
nischen Ideen integrierte (Gillispie et al. 1997, S. 72).
Moglicherweise war der Aufenthalt von Richard Pri-
ce in Paris im Jahre 1781 die Ursache der Verbreitung
von Bayes’ Arbeit unter den franzdsischen Wissen-
schaftlern (McGrayne 2011, S. 23). Laplace’ Beweis
des Bayes-Theorems unter Annahme gleicher Wahr-
scheinlichkeiten fiir alle moglichen Ursachen, ist wie
folgt strukturiert: Ausgehend davon, dass sich die a-
posteriori-Wahrscheinlichkeit pr(C|E) gemal der be-
reits bewiesenen (grundlegenden) Uberlegungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie berechnen lasst als
pr(C.NE)
p’”(c,-|E) pr(E) ° (7

konnen Zéhler und Nenner des Bruches auf der rech-
ten Seite von Gleichung (7) spezifiziert werden. Dazu
nimmt Laplace — wie bereits erwdhnt — an, dass die a-
priori-Wahrscheinlichkeit jeder der moglichen n Ur-
sachen 1/n ist (Laplace 1783—1786, S. 301). Deshalb
kann pr(C, N E) durch

pr(C, N E)=LprE|C) (8)
und pr(E) durch
prE)=, rprEC) )

ausgedriickt werden. Werden (8) und (9) in (7) ein-
gesetzt, folgt unmittelbar (6). (Laplace 1783-1786,
S. 300 f.).

Nach der Franzosischen Revolution (1789/99), wih-
rend der die (Natur-)Wissenschaften sehr gro3e Aner-
kennung erlangten, publizierte Laplace 1812 sein be-
kanntes Werk ,,Théorie Analytique des Probabilités®,
das eine Zusammenfassung seiner Hauptbeitrige zur
Wahrscheinlichkeitstheorie darstellt. Auch der Satz
von Bayes in der Fassung von Laplace (1774) bzw.
Laplace (1783—1786) ist darin enthalten (Laplace
1812, S. 177), jedoch nicht der Beweis des Allge-
meinfalls. Erst 1814 in seinem ,,Essai Philosophique
sur les Probabilités* verallgemeinerte er ihn zu der
uns heute bekannten Form, bei der die Ursachen a-
priori nicht gleichwahrscheinlich sein miissen:

,,S1 ces diverses causes considérées a priori, sont iné-
galement probables; il faut au lieu de la probabilité de
I’événement, résultante de chaque cause, employer le
produit de cette probabilité, par celle de la cause elle-
méme* (Laplace 1814, S. 18)
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Sein wiederum nur in Worten formuliertes sechstes
Prinzip lésst sich daher wie folgt iibersetzen und dar-
stellen:

,wenn diese verschiedenen a-priori betrachteten Ur-
sachen nicht gleichwahrscheinlich sind, muss man
anstelle der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, die
sich bei jeder Ursache ergibt, das Produkt dieser Wahr-
scheinlichkeit mit der Wahrscheinlichkeit der Ursache
selbst verwenden*

| pr(E|C l_)prpn.or( C)
pr(CJE) = 5
r:]p r(E|Cr)p rprior(cr‘)

(10)

Das ist das uns heute als ,,Satz von Bayes* bekannte
Theorem (vgl. (4)). Im Zentrum steht die Berechnung
der a-posteriori Wahrscheinlichkeit pr(C|E), d. h. der
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Ursache C,,
nachdem eine tatsidchlich eingetretene Folge E be-
kannt ist. Zu deren Berechnung benotigt man eine
erste Einschidtzung der Wahrscheinlichkeit von C,,
die sog. a-priori-Wahrscheinlichkeit prp”.m(Ci), die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Folge E, soll-
te C, tatsdchlich Ursache davon sein (pr(E|C))), und
die Gesamtwahrscheinlichkeit einer derartigen Fol-
ge E (pr(E)), die sich als Summe der Eintrittswahr-
scheinlichkeiten von £ unter allen mdglichen, je-
weils verschiedenen Ursachen C (r =1, ..., n) ergibt

pHE) =), pHEC)pr, . (C).

Laplace formulierte die Regel nicht nur in moderner
Form und erbrachte deren Beweis, er zeigte auch
zahlreiche Anwendungsbeispiele dafiir auf, die tiber
die Naturwissenschaften hinaus v. a. in den Bereich
der Sozialwissenschaften (Demographie und Justiz-
wesen) reichten. Durch Laplace wurde die eigent-
liche Bedeutung und Niitzlichkeit des Satzes von
Bayes erschlossen. Dementsprechend wire es wohl
auch verdient gewesen, Laplace als Namensgeber
des Satzes zu wiirdigen. Allerdings gab dieser 6ffent-
lich in seinem Aufsatz von 1814 zu, dass es Thomas
Bayes war, der die Grundidee dazu bereits vor ihm
hatte (Laplace 1814, S. 186). Doch selbst daran gibt
es Zweifel. So schreibt Stigler (1983) von einem
Buch mit dem Titel ,,Observations on Man* von Da-
vid Hartley aus dem Jahr 1749, in dem ein ,erfin-
derischer Freund* erwéhnt wird, der die Losung des
Linversen Problems® gefunden habe. Stiglers Suche
dieses nicht beim Namen genannten Freundes ergibt,
dass neben Bayes auch Nicholas Saunderson dafiir
in Frage kommen und damit auch der Urheber des
Satzes von Bayes sein konnte.

5 Das bayesianische Konzept
in der Kiritik

In den Jahrhunderten nach Laplace wurde die baye-
sianische Idee zu einem Streitpunkt, an dem sich die
Geister vieler Wissenschaftler schieden.” Das liegt
v. a. daran, dass bald zwei Ansétze unterschieden
wurden, die — obwohl von Laplace urspriinglich als
vereinbar und &dquivalent beschrieben (McGrayne
2011, S. 36) — als streng gegensétzlich interpretiert
wurden: Dem bayesianischen Konzept steht das ,,fre-
quentistische* Konzept (engl. frequentist, abgeleitet
von ,frequency* (Haufigkeit)) gegeniiber. Gemal
dem frequentistischen Ansatz werden Wahrschein-
lichkeiten grundsétzlich aus der Haufigkeit, mit der
ein bestimmtes Ereignis in einer groBen Grundge-
samtheit auftritt, abgeleitet. Eine Wahrscheinlich-
keit pr(E|C) wird demnach bestimmt, indem eine
Stichprobe betrachtet wird und mithilfe der asymp-
totischen Theorie (in deren Mittelpunkt Theoreme
wie der zentrale Grenzwertsatz und das Gesetz der
groflen Zahlen stehen) von der Haufigkeit des Auf-
tretens des Ereignisses £ unter der Bedingung C, in
der Stichprobe die allgemeine Wahrscheinlichkeit
gefolgert wird. Im frequentistischen Ansatz werden
bedingte Wahrscheinlichkeiten stets auf diese Art
betrachtet, wihrend der bayesianschen Sichtweise
der Wahrscheinlichkeiten von Ursachen pr(C||E) viel
Skepsis entgegen gebracht wird. Frequentisten sto-
Ben sich v. a. an der subjektiven a-priori-Vermutung,
die Bayesianer verwenden und die der fiir gew6hn-
lich objektiven mathematischen Herangehensweise
zu widersprechen scheint. So kann man sich bei-
spielsweise im oben beschriebenen fiktiven Beispiel
zu Bayes’ Gedankenexperiment fragen, warum man
ohne weitere Uberlegung zunichst davon ausgeht,
dass die Kugel genau in der Mitte des Tisches ge-
landet ist. Wiére es nicht genauso gut moglich, an-
zunehmen, dass sie z. B. am rechten Tischrand liegt
und wiirde das die folgende bayesianische Argumen-
tation nicht entscheidend beeinflussen? Bayesia-
ner entgegnen dem, dass zum Einen a-priori-Wahr-
scheinlichkeiten héaufig durch relative Haufigkeiten
(d. h. frequentistisch) gewéhlt werden kénnen (vgl.
Schlussbeispiel). Zum Anderen bietet die Wahl einer
beliebigen a-priori-Wahrscheinlichkeit (fiir den Fall,
dass keinerlei begriindete Vermutung moglich ist) ei-
nen Startpunkt zur Bestimmung der Wahrscheinlich-
keit einer Ursache, was rein frequentistisch schlicht
unmdglich wire. Zudem mindert eine gentigend um-
fangreiche Aktualisierung der a-priori-Wahrschein-
lichkeit — zur besseren Vorstellung sei wieder auf das
Kugelbeispiel verwiesen — mit frequentistischen Mit-
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teln (zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten der
Art pr(E|C)) die Gewichtung der anfénglichen Ver-
mutung in der zu bestimmenden a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeit. Hier wird der von Laplace postulierte
erganzende Charakter der beiden so hiufig als gegen-
sdtzlich beschriebenen Ansitze deutlich.

Die Okonometrie (empirische Wirtschaftsforschung)
stellt ein typisches Beispiel fiir eine ganze Wissen-
schaftsdisziplin dar, in der die Trennung zwischen
klassischer (d. h. frequentistischer) und bayesiani-
scher Okonometrie sehr ausgeprigt ist. Wihrend die
klassische Regressionsanalyse vielen geldufig ist, be-
darf das bayesianische Konzept noch zunehmender
Akzeptanz. Qin (1996) gibt eine knappe Ubersicht
iiber die Entwicklung der bayesianischen Okono-
metrie, aus der hervorgeht, dass das Potenzial dieses
Konzeptes erst in den 1950ern entdeckt wurde (vgl.
z. B. Marschak 1954), in den 1960ern in erste Versu-
che umgesetzt wurde (vgl. z. B. Raiffa und Schlaifer
1961), bevor 1971 das erste Lehrbuch zur bayesia-
nischen Okonometrie von A. Zellner herausgegeben
wurde (,,An Introduction to Bayesian Inference in
Econometrics®). Die grundlegendste Anwendung des
Satzes von Bayes in der Okonometrie besteht darin,
die Parameter eines Regressionsmodells zu schétzen,
doch kann die bayesianische Idee auch in komplexe-
ren Zusammenhéngen, wie z. B. der bayesianischen
Modell-Mittelung, eingesetzt werden (vgl. Wolfel
2014 fir eine knappe Schilderung dieses Konzepts).
Auch hier kdnnen frequentistische und bayesianische
Okonometrie stets als gegenseitige Erginzung be-
trachtet werden (anstelle der iiblichen gegenpoligen
Sichtweise).

6 Schlussbeispiel und Fazit

Um die Idee des Satzes von Bayes vor dem histo-
rischen Hintergrund schultauglich zu veranschau-
lichen, sei mit einer typischen Fragestellung abge-
schlossen:

Von einem bestimmten Drogentest ist bekannt, dass er
im Durchschnitt bei 95 von 100 Personen, die tatsédch-
lich Drogen konsumiert haben, ein richtiges (d. h. po-
sitives) Testergebnis liefert. Wendet man ihn hingegen
auf Personen an, die nicht unter Drogeneinfluss stehen,
zeigt er mit 99-prozentiger Wahrscheinlichkeit ein
richtiges (d. h. negatives) Testergebnis. In Deutschland
konsumiert jeder hundertste Jugendliche regelmafig
Drogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Jugendlicher, der positiv auf Drogen getestet wurde,
tatséchlich unter Drogeneinfluss steht?

In diesem Szenario lassen sich zwei (sich gegen-
seitig ausschliefende) Ursachen identifizieren: ,,der

Jugendliche hat Drogen genommen® (C|) und ,der
Jugendliche hat keine Drogen genommen* (C,). Die
Folge E, die hier betrachtet wird, ist ein positives
Ergebnis des Drogentests. Um den Satz von Bayes
(Gleichung (10)) anzuwenden, miissen die a-priori-
Wahrscheinlichkeiten der Ursachen und die Likeli-
hoods spezifiziert werden. Fiir die a-priori-Wahr-
scheinlichkeiten der Ursachen gilt pr . (C))=0,01
und Pr,.,(C,) =099; fiir die Likelihoods gilt
pr(E|C,)=0,95 und pr(E|C,)=1-0,99=0,01. Fiir
die gesuchte Wahrscheinlichkeit pr(C,|E) ergibt sich
deshalb gemal (10):

(CIE)= pr(EIC)pr, (C)
pr 1 pr(E|Cl)prprior(Cl) +pr(E|C2)prpri0r(C2)

- 0,95 - 0,01
= 0,95 0,01 +0,01 0,99

=~ 0,4897

Das bedeutet, dass ein positiv auf Drogen getesteter
Jugendlicher nur mit einer Wahrscheinlichkeit von
ca. 49 Prozent tatsdchlich unter Drogeneinfluss steht
— ein im ersten Moment wohl verbliiffendes Ergeb-
nis, wenn man von der zundchst hoch erscheinenden
Zuverldssigkeit des Drogentests (95 bzw. 99 Prozent)
ausgeht.

Das Bayes-Theorem, dessen Ursprung in der Ar-
beit von Thomas Bayes zu liegen scheint, dessen
moderne Form mit vielerlei Anwendungsbeispielen
jedoch auf Pierre Simon Laplace zuriickgeht, 16st
so eine Problemstellung, die in verschiedensten Be-
reichen und Disziplinen auftritt: Wie kann man von
Beobachtungen in der Realitdt auf deren Ursachen
schliefen (wenn verschiedene Ursachen als moglich
erachtet werden)? Die Betrachtung der Wurzeln des
Theorems zeigt die intuitive Losungsmethode dieses
Linversen Problems*: Ausgehend von einer anfang-
lichen a-priori-Vermutung wird diese anhand immer
neuer Beobachtungen des Eintretens bestimmter Er-
eignisse unter bestimmten Bedingungen aktualisiert
und so schlieBlich eine a-posteriori Wahrscheinlich-
keit ermittelt. Diese urspriingliche Idee bleibt bei der
rein formalen Anwendung der Formel verborgen, er-
moglicht aber einen interessanten Zugang zur baye-
sianischen Perspektive, die eine wichtige Ergidnzung
des frequentistischen Ansatzes darstellt.

Anmerkungen

1 Fiir genauere Erlduterungen zu dieser Verdffentli-
chung vgl. Dale 2003, S. 182-257.

2 Fiir eine genauere Analyse des Lebens von Thomas
Bayes vgl. Dale 2003, S. 37-100.
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3 Bayes selbst formulierte diese Regel als ,,Proposition
10 in seinem Aufsatz, vgl. Bayes und Price 1763,
S. 394; Dale 1982, S. 27. Wiederum sei fiir eine aus-
fihrliche Untersuchung des Aufsatzes von Bayes und
Price auf Dale 2003, S. 258-369, verwiesen.

4 Fir eine ausfiihrliche Dokumentation tiber das Leben
Laplace’, seiner Ansichten und seiner Rolle in der Ge-
sellschaft vgl. Hahn 2005.

5 Fir eine tbersichtliche Diskussion hierzu vgl. Mc-
Grayne 2011, S. 34-58.
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